EJERCICIOS PROPUESTOS

CURSO DE ANALISIS COMPLEJO

4-Octubre-2007 (VARIABLE COMPLEJA /EjAMII/EjerPrll1.tex)



Capitulo 1.

Numeros complejos. Funciones complejas elementales.



1.2.6. Ejercicios Propuestos (pp. 17-20)

Ejerc. 1 - 24



Ejercicio Propuesto 14.
Justifica que si 21,22, -+ , 2z, son numeros complejos de mddulo 1 tales que

|24zt =,
entonces se verifica que todos son iquales z1 = zg = -+ = 2.

Solucién.
Por induccién sobre n.

Vamos a demostrarlo para n = 2. Supongamos que z; y 2o son nimeros
complejos tales que | 21 |=| z2 |= 1y | 21 + 22 |= 2. Por la igualdad del
paralelogramo tenemos que

lz1+2 P+ |z —2 =2z 2+ ]2 ),
luego
24 | 21 — 2z P=2(1%2 4+ 12),

esto es
A4 | 21 — 2 [*= 4,

de donde se sigue que
2
| 21 — 22 |°=0,

y por tanto 21 = 2.

Ahora, supongamos el enunciado valido para n y demostrémoslo para
n + 1. Supongamos que 21, 22, - - * Zn, Zn+1 SON nNUimeros complejos tales que
|21 |=l 22 ==z =l zp1 =1y |21+ 22+ + 20+ 2np1 [=n+ 1
Puesto que

n=lz1|+]z|+ - F|lm|[Zlatat - +z|=
|z14+ 20+ zn+ 2nt1 —2nt1 |2l 21+ 22+ 20+ 2ng1 | — | 201 |=
’I’l—f—l—l:n’

se sigue que
|21+ 224+ 2z |=m,

y por tanto, por la hipdtesis de induccion, se tiene que

21 —m 29 = "= Zn.



Cambiando los papeles de 21 y 2,41 se obtiene que
Zg =23 =t = Zpgl.

En conclusioén,
21 =22 ="*""=2p = Zn+1-

Ejercicio Propuesto 15.
Estudia para cada una de las siguientes igualdades si hay algin z € C con
| z |= 1 que la verifique

(a) | 22+22+1|=3
(b) |24 -2z —i|=4

(c) | 204+ 23 +2|=4+|4+422%

Solucién.

(a) Siz € Ccon |z |=1 verifica la igualdad | 22 + 22 + 1 |= 3, entonces por
el ejercicio anterior deducimos que 2% = 22 = 1, luego z = 1. Finalmente, es
claro que z = 1 satisface la igualdad | 2% + 22 + 1 |= 3.

(b) Si z € C con | 2z |= 1 verifica la igualdad | z2* — 22 — i |= 4, entonces
por el ejercicio anterior deducimos que z* = —z = —z = —i. Nétese que
—z = —i implica que z* = 1, lo que contradice la igualdad z* = —i. Luego,
no existen z € C con | z |= 1 que verifiquen la igualdad | z* — 2z — i |= 4.
(c) Supongamos que z € C con | z |= 1 verifica la igualdad | 26 + 23 + 2 |=
4+ | 4 + 422 |. Puesto que

4=z +|zP 42> S +22+2|=44 |4+ 422,

se sigue que

44422 1=0 y |04+283+2|=4
Ahora bien, | 4 + 422 |= 0 implica que | 1 + 22 |= 0, luego 2? = —1, y
por tanto z8 = —1. Por otra parte, teniendo en cuenta el ejercicio anterior,



| 26 + 23 4+ 2 |= 4 implica 2% = 23 = 1 = 1. Esta contradiccién pone de
manifiesto que no existen z € C con | z |= 1 que verifiquen la igualdad
| 28+ 23 +2 =4+ |4 +422 |

|



Ejercicio Propuesto 21.
Resuelve la ecuacion
(: = 1) = (z 4+ 1)"

donden € N, n > 2.

Solucién.
Nétese que z = —1 no es solucién de la ecuacién (z — 1)" = (2 + 1)", y por
tanto dicha ecuacién es equivalente a la ecuacion

<z—1)n
=1.
z+1

Puesto que sabemos que las raices n-ésimas de la unidad son

donde

2T . ™
U = cos— +1sen—,
n n

se sigue que la ecuacién anterior es equivalente al conjunto de ecuaciones

z—1 k
=u" (0<k<n-1).
z+1 O=k< )
Ahora bien, nétese que la ecuaciéon % = 1 no tiene solucién. Por tanto

nuestra ecuacion es equivalente al conjunto de ecuaciones

z—l_
241

ub (1<k<n-—1).

Despejando z se encuentran las soluciones

_1+uk
1=k

2k (1<k<n-1).

Multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador
obtenemos que

Zk =

(1 +u¥)(
k ) (4 |k 2 —uk 4k

(1 —u)(

1—ub) 1| b 2 b —uk
1—ub



2i Im(u®) _ Im(ub) , senzl‘“‘T’r
=i =i .
2(1 — Re(uF)) 1 — Re(uk) 1 — cos2T

NOTA: La ecuacién del enunciado es polinémica de grado < n. Ndétese que
por el binomio de Newton

n n
n __ n _1\k . n—k n _ n n—k
e Sl A L S Dl () E
k=0 k=0
y por tanto la ecuaciéon del enunciado es del tipo
"4 =0,

luego una ecuacién polinémica de grado n—1, y por el Teorema fundamental
del algebra tiene n — 1 soluciones, que son las que hemos calculado.
|



1.3.4. Ejercicios Propuestos (pp. 29-30)

Ejerc. 25 - 33



1.4.6. Ejercicios Propuestos (pp. 39-40)

Ejerc. 34 - 40
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1.5.5. Ejercicios Propuestos (p. 52-54)

Ejerc. 41 - 58
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Ejercicio Propuesto 47. (Criterio General de Dirichlet)
Sean Q un conjunto no vacio, {fn} y {gn} sucesiones de funciones de 2 en
C. Sea A un subconjunto no vacio de ) y supongamos que:

i) La sucesion {F,} de las sumas parciales de la serie > fp estd uni-
formemente acotada en A.

i1) La serie > | gn — gn+1 | converge uniformemente en A.

i11) La sucesion {g,} converge uniformemente a cero en A.
Probar que la serie Y fngn converge uniformemente en A.

Solucién.
Empecemos probando una férmula de sumacién por partes. Dados dos natu-
rales n y p se tiene que

p p
Z fn+k In+k = Z(FnJrk - FnJrkfl) In+k =
k=1 k=1
D D P p—1
Z Fn—f—k In+k — Z Fn-i—k—l In+k = Z Fn-i—k In+k — Z Fn—f—k In+k+1 =
k=1 k=1 k=1 k=0

p p
Z Fn+k In+k — Z Fn+k Intk+1 + Fn+p In+p+1 =
k=1 k=0

p
—I'n gn+1 + Z Fovk (Gnsk — Gnirs1) + Foip ntp+1-
k=1

Por i) sabemos que existe M > 0 tal que
| Fo(a) |< M, Va€ A, VneN.

De la férmula de sumacién por partes se sigue que para todo a € A se verifica

que
Z frir(@) gnir(a) | = | =Fn(a) gni1(a)+
k=1
Z Frti(@) (Gntk(a) = gnyit1(a)) + Frgp(a) gnipi(a) | <
k=1

12



P

| @) [ gns1(@) |+ | Fosnl@) || gnn(@) = gusisr(a) | +
k=1

’ Fn-i—p(a) [ 9n+p+1(a) <

p
M | gni1(@) [ +M Y | gari(@) = gnynr1(a) | +M | gogpia(a) |=
k=1

M <| 9ur1(@) [+ | gnsw(@) = gnins1(@) [ + | gnipia(a) |> :
k=1

Fijemos € > 0. Por ii) la serie Y | g, —gn+1 | converge uniformemente en
A, y por tanto verifica la condiciéon de Cauchy uniforme en A, luego existe
m1 € N tal que para cualesquiera naturales n > my y p se verifica que

p
g
kz_l | gn-l—k(a) - gn+k+1(a) |< m, Va € A.

Por iii) la sucesién {g,,} converge uniformemente a cero en A, y por tanto
existe mo € N tal que para todo natural n > ms se verifica que

£
| gn(a) |< 30 Va € A.

Finalmente, de la anterior acotacién se sigue que para todo natural n >
max{mq, ma} se verifica que

Z fn+k (a)gnJrk (a)

k=1

Luego la serie Y f,gn verifica la condicién de Cauchy uniforme en A, y
por tanto converge uniformemente en A.
Casos particulares.

i) Si para cada x € Q la sucesiéon {g,(x)} es una sucesién de numeros
reales monétona, entonces la condicién ii) es consecuencia de iii). (Véase la
Proposicién 1.16)

ii) Si{gn} es una sucesién de funciones constantes en €2, es decir {g, } = {an},
donde {a,} es una sucesién mondtona convergente a cero de nimeros reales,

13



entonces las condiciones ii) y iii) se verifican trivialmente en todo subcon-
junto de €2, obteniéndose asi el Criterio particular de Dirichlet (Proposicién
1.35).

|

Ejercicio Propuesto 48. (Criterio General de Abel)
Sean Q un conjunto no vacio, {fn} y {gn} sucesiones de funciones de 2 en
C. Sea A un subconjunto no vacio de 0 y supongamos que:

i) La serie Y fn converge uniformemente en A.

ii) La sucesion de sumas parciales de la serie | g1 | +> 51 | 9n — Gnt1 |
estd uniformemente acotada en A.

Probar que la serie Y fngn converge uniformemente en A.

Solucién.
Consideremos las funciones F': A — C y, paracadan € N, F, : A — C

definidas por
F=Yfo v Fu=> fu
n=1 k=1

Teniendo en cuenta la formula de sumacién por partes, probada en el Criterio
General de Dirichlet (Ejercicio propuesto 47), sabemos que para cualesquiera
dos naturales n y p se tiene que

p p
Z fn—i—k Int+k = —Engnt1 + Z Foyk (Qn—i—k - gn-i—k-i—l) + Fn+p In+p+1,
k=1 k=1

y puesto que trivialmente se verifica que

p

0=—Fgpy1+ Z F (gn+k = 9ntk+1) + F Gnapii,
=1

restando ambas igualdades miembro-a-miembro se obtiene que

P
Z Stk Gnvke =
k=1
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p
~(Fo = F) gny1 + > (Fugk = F)(gntk — Inkr1) + (Farp — F)gnip-
k=1

Por ii) sabemos que existe M > 0 tal que

| g1(a |+Z|9k —gip1(a) [S M, Vae A, W¥neN.

En consecuencia,

p
> | gnsn(a) = gnirsr(a) | M,  Va€ A, VYn,peN.

También, puesto que

n—1

gn=91—Y (9 —grt1), VneN,
k=1

se sigue que
| gn(a) |< M, Va€ A, VneN.

Fijemos € > 0. Por i) la sucesién {F),} converge uniformemente en A, y

por tanto existe m € N tal que para todo natural n > m se verifica que

€
F, —F — A.
| Fr(a) (a) |< Wi Va €

De la igualdad y de las acotaciones antes probadas deducimos que para
cualesquiera naturales n > m y p, y para todo a € A se verifica que

a) gntk(a) | = |=(Fu(a) — F(a)) gnt1(a)+
Z ntk(a) = F(a)) (gntk(@) = gntis1(a)) + (Fripla) — F(a))gnp(a)| <
k=1

| Fn(a) — F(a) [| gnt1(a) | +

Z | Fryi(a)=F(a) || gntr(a)=gnsr+1(a) |+ | Fnpla)=F(a) || gnipla) [<

p
9 9
— M+— - oM<t S vy i=

15



Luego la serie Y f,gn verifica la condicién de Cauchy uniforme en A, y
por tanto converge uniformemente en A.

Casos particulares. Criterio particular de Abel (Proposicién 1.35).

i) Si la serie > f,, es una serie de funciones constantes en €2, es decir > f, =
> ap, donde > a, es una serie convergente de niimeros complejos, entonces
la condicién i) se verifica trivialmente en todo subconjunto de Q.

ii) Si para cada z € 2 la sucesién {g,(z)} es una sucesién de nimeros reales
mondtona y la sucesiéon de funciones {g,} estd uniformemente acotada en
A, entonces se verifica la condicién ii). (Véase la Proposicién 1.16)

|

Ejercicio Propuesto 49. (Teorema de Picard)
Sea {a,} una sucesion de numeros reales decreciente a cero. Para cada
nudmero 6 €]0, 1], sea

As={z€C:|z|<1, |z—-1|>d}.

Justifica que la serie Y a,z™ converge uniformemente en As. Deduce que

dicha serie converge en todo punto de la circunferencia unidad salvo, even-
tualmente, en el punto 1.

Solucioén.
Consideremos las sucesiones de funciones {f,} v {g»} definidas de C en C
por

fn(2) =2" vy gn(2) = an.

Como {a,} decrece a cero, se sigue que la sucesién {g,} es decreciente y
ademads converge a cero uniformemente en C, y en particular en As. Note-
mos ademads que la serie > f,, tiene sucesién de sumas parciales {F},} uni-
formemente acotada en As ya que

n

>

k=0

1— zn+1
| Fu(e) = _ \

1—2z

Por el Criterio de Dirichlet, la serie > fngn = > anz™ converge uniforme-
mente en Ag.

16



Finalmente, dado zg en la circunferencia unidad con zy # 1, tomando

0 = % | zo0 — 1 |, se tiene que § €]0,1[ y 29 € As. Luego, por la parte

anterior, la serie ) a,z{ converge. Variando zy obtenemos que la serie
> anz" converge en C(0,1)\{1}.

|

17



Ejercicio Propuesto 57.
Sea f(z) = > 0" ganz" para z € D(0, p) y supongamos que

[eS)
lar > nlan|p" " (*)
n=2

Prueba que f es inyectiva en el disco D(0, p).

Deduce que una funcion analitica en un abierto 2, cuya derivada no se
anula en ningin punto de ), es localmente inyectiva en §2. ;Puede asequrase
que una tal funcion es inyectiva en Q7

Solucion.
Sean z1, 23 € D(0, p) con z; # zo. Entonces

1 e) 00
— n n
= Apz{ — (079% %)
#1722 n=0 n=0

‘f(21) — f(z2)

21— %2

[e.9]
Az
D an =
21 — %2

n=1

(g0

xD
LSy - )| =
Z1—22n:1

Puesto que

i%(ZZ” ")

>!a1\—

00 n—1
<3 (Zm ) w) <
n=2 k=0

(e} n—1 0o
3o (ot tt ) = 3 o

n=2 k=0 n=2

se sigue que

00
‘f(zl) f(ZQ) Z|a1|_Z|an|nl)n—1>0a
Z1 — 22 o

y por tanto f(z1) # f(z2).

18



Sea f : Q — C una funcién analitica cuya derivada no se anula en
ningiin punto de 2. Dado a € €, por ser f analitica en (2, existen r, >0y
{an}neNU{O} sucesion de niimeros complejos tales que

o
D(a,ra) CQ y  f(2) =) an(z—a)", Vze€ D(a,ra).
n=0
Por el Teorema de derivacion sabemos que
o
f'(z) =) nan(z—a)""!
n=1

para todo z € D(a,r,), y por tanto f’(a) = a; # 0. Puesto que la serie
> >0 an2" tiene mismo radio de convergencia que la serie » , -, an(z —a)",
podemos considerar la funcién ¢ : D(0,7,) — C definida por

g9(z) = Zanz”, Vz € D(0,rg).
n=0

Nétese que f(z) = g(z — a) para todo z € D(a,r,), y por tanto, si g es
inyectiva en conveniente disco D(0, p), también f es inyectiva en el disco

D(a, p).

Puesto que las series de potencias Y % a,2", y su serie derivada formal
Y o1 na,z" !, tienen mismo radio de convergencia, y puesto que la serie
> son | an | 27! tiene mismo radio de convergencia que las anteriores,
podemos considerar la funcién h : D(0,7,) — C dada por

h(z) = Zn | an | 2", Vz e D(0,r,).
n=2

Puesto que h es continua y h(0) = 0, de la e — § caracterizacién de la
continuidad, se sigue que existe p con 0 < p < r, tal que

|h() [<lar |, ¥z e D(O,p).

En particular, h(p) <| a; |, esto es

oo
| a1 |> Zn | an | p" 1t
n=2

Ahora, por la primera parte del ejercicio tenemos que g es inyectiva en
D(0, p), y por tanto f es inyectiva en el disco D(a, p).

19



Finalmente, una funcién analitica en 2, cuya derivada no se anula en
ningin punto de €2, no tiene por que ser inyectiva. Asi, por ejemplo, la
funcién exponencial es analitica en C, su derivada (es ella misma) no se
anula en ningin punto, y sin embargo no es inyectiva, ya que es periddica
de periodo 27i.

NOTA. La hipétesis (*) en el enunciado se puede debilitar. A saber, basta
exigir inicamente que

(o]
|a1|ZZn|an|p”_1 y {neN:a,#0}#0D
n=2

En efecto, dados 21,22 € D(0,p) con z; # 23, razonando como antes
llegamos a que

f(z1) = f(22)

>l | —
Z1 — %9

00 n—1
S (S|
n=2 k=0

Si a, = 0 para todo n > 2, entonces a1 # 0 y de lo anterior obtenemos

que
f(z1) = f(22)

2| al |> 0.
Z1 — %9

Supongamos que algtin a, # 0 con n > 2. Puesto que
e} n—1 e} n—1
S (St ) [ <Xt (L1 r ) <
n=2 k=0 n=2 k=0
[e'¢) n—1 [e'¢)
3 o (4t ) = 3
k=0 n=2

n=2

se sigue que

)
‘f(zl)_f(ZQ) >]a1\—2\an]np"*120.
71— 22 n=2

Resumiendo, en cualquier caso tenemos que

fl) = f(z2)

21— 2

>0,

¥ por tanto f(z1) # f(z2).

20



1.6.7. Ejercicios Propuestos (pp. 72-74)

Ejerc. 59 - 78

21



Ejercicio Propuesto 68.
Sea f: C — C una funcion verificando la condicion

fetw) = fDfw), VoweC. (¥
i) Probar que si f es derivable en un punto, entonces f es entera.
i1) Encontrar todas las funciones enteras que verifican la condicion (*).

i11) Dar un ejemplo de una funcidn que verifique la condicion (*) y que no
sea entera.

Solucién.
i) Supongamos que f es derivable en a € C. Dado b € C, notemos que por
(*) se verifica que

f)=f(z+a-0bf(b—a), VzeC. (%)

Puesto que la funcién p : C — C definida por p(z) = z 4+ a — b es derivable
en b con p'(b) =1y p(b) = a, se sigue de (**) y de la regla de la cadena
que f es derivable en by que f'(b) = f'(a)f(b— a). En consecuencia, f es
entera y

P = P@f(—a), VieC.  (rx%)
ii) De la condicién (*) se sigue que

f(2) = f(2)(0), VvzeC, (% 5x)
y en particular f(0) = f(0)2. En consecuencia, o bien f(0) = 0 o bien
f(0) = 1. En el caso en que f(0) = 0, se sigue de (****) que f = 0.
Supongamos que f(0) = 1. Puesto que por (***) se tiene que

f'(2) = f(0)f(2), VzeC,
se sigue que la funcién entera h definida por h(z) = f(z)e /(0% tiene
derivada nula. Puesto que h(0) = 1, se sigue que h(z) =1, Vz € C,y
por tanto
flz) =" vzecC.
En consecuencia, las funciones enteras que verifican la condicién (*) son
la funcién idénticamente nula y las funciones de la forma e®* para a € C.

iii) La funcién f : C — C definida por f(z) = ef*# es continua, verifica la
condicién (*), y sin embargo no es derivable en ningin punto (ya que no
verifica las condiciones de Cauchy-Rieman).
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Ejercicio Propuesto 78.
Consideremos la funcion f definida por

f(z) =log i i— z, Vz e C\{-1,1}.

Prueba que f es holomorfa en C\{x € R :| x |> 1} y, en particular, en
D(0,1). Prueba también que

“+00
Z2n+1

flay=2)" ST Vz e D(0,1),
n=0

y aplica este resultado para calcular la suma de las series

—+00 “+00

cos(2n + 1)0 sen (2n + 1)0
>y ( ) 3 ( )

= 2n +1 o 2n+1

, (0<8<m).

Solucion.
Puesto que log : C\{0} — C es holomorfa en C\R, y la funcién

p:C\{1} = C
definida por
(z) _ 1+ 2
14 11—z

es holomorfa, se sigue de la regla de la cadena que f es derivable en el
conjunto

Q:{zeC\{l} : izgko}.

Notemos que para z # 1 se verifica que

1+z (14201 -2) 14z—z—|z* 1-]|z[* +i2Im(z)

1—2 |1—-22 |1—22 B |1—2? ’

y por tanto

1+ 2
1—=z

ERy © 1-|zPP+i2Im(z)€R; & Im(2)=01y |z]|>1.
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En consecuencia,

Q=C\{zreR :|z|>1},
y por tanto €2 es un abierto en el que f es holomorfa.
Por las reglas de derivacion, para todo z € () se verifica que

_1—z1—z+1+z 2

14z (1—2)2 0 1—2%

f'(z)

Teniendo en cuenta el estudio de la serie geométrica, sabemos que

1 o
1 = E 2", Vze D(0,1),
—z
n=0

y por tanto
+oo +oo
f'(z)=2 2(22)” =2 Z 22" Yz e D(0,1).
n=0 n=0

Por el Teorema de derivacion de la funcién suma de una serie de potencias
podemos afirmar que

—+00

1
f(Z) :K+22m22n+1, VZED(O,l)
=0

para conveniente constante K. Puesto que K = f(0) = 0, podemos concluir
que

+o0 9
fz) =) ———=2"""" VzeD(,1)
— 2n+1

(Este es el desarrollo de Taylor de f centrado en 0.)
Noétese que la sucesion de coeficientes de dicha serie viene dada por

2 .
o g S n=2k+1
" 0 si n = 2k

y por tanto

2 : —
m:{ 2k+11/—2k+1 si n=2k+1

0 si n =2k

Como quiera que la sucesién de nimeros reales positivos dada por a,,
verifica que

= 2n+1

n+1 2n+1
= e
an, 2n+3

24



se sigue por el Criterio de la Raiz que

"/an — 1.
Luego
1
2n+\1/@:a721”+1 — (W)ﬁ N 1% =1.

De aqui se desprende que 0 y 1 son los unicos valores adherentes de la

sucesion { /| ¢, |}, y por tanto
limsup V/| ¢, | = 1.

En consecuencia, el radio de convergencia de la serie de Taylor de f centrada
en 0 es R = 1, y por tanto la serie converge absoluta y uniformemente en
todo compacto contenido en D(0,1), y no converge en C\D(0,1). Para
estudiar el comportamiento de la serie en la circunferencia unidad, notemos

que
“+00

f2) =23 2n1+ ()", ¥z€ D(O,1),
n=0

y que la sucesién {Tlﬂ} decrece y converge a 0, luego por el Teorema
de Picard (Ejercicio Propuesto 49, Pag. 54) (o bien directamente por el
Criterio de Dirichlet) se tiene que la serie converge en todos los puntos
de la circunferencia unidad salvo eventualmente en los puntos z tales que
22 =1, esto es, en z = +1. Ciertamente, en el caso que nos ocupa, la serie
no es convergente ni en 1 ni en —1, ya que la serie numérica de términos
positivos Ii% 2n2+1 no es convergente (por el Criterio de comparacién por
paso al limite, compardndola con la arménica de razén 1). Finalmente, por
continuidad radial (Teorema 1.45, pag. 50) podemos afirmar que

+o0
flz)= Z %L—i-l 2y e 00, 1)\{~1,1}.
n=0

Dado 6 €]0, 7], es claro que e € C(0,1)\{—1,1}, y por tanto tenemos que

too (ei9)2n+1 TX Lif(2n+1)

1. oy _ _
SAS )= o+ 1 _7;] m+1

n=0
+o0o +oo
Z cos(2n +1)6 +i Z sen (2n + 1)0
= 2n+1 2n+1
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Noétese que

L+e?  e0/2(e710/2 4 ¢i0/2)  o=i0/2 4 (i0/2 2cos /2 _cosf/2

1—eif ei0/2(e=10/2 — ¢i0/2) "~ =i0/2 _ ¢if/2 " _2jsen6/2 ! senf/2"

Puesto que g €]0, 5[, y por tanto cos#/2 > 0 y sen /2 > 0, se tiene que

cos /2 50
senf/2 =~

En consecuencia,

1+e?|  cosf/2 N 1+ et 7r
7| = g | —— | = =
1—e?|  senf/2 Y E\1T— e 2
Luego
1, 00 1 1+ e 1. cosf/2 .«
- — log ([ ) =21 T
/(€ =3 °g<1—e29 2% seno2 '

Ahora igualando las partes reales y las partes imaginarias en las dos expre-
siones que hemos obtenido para % f(e9) se obtiene la parte final del enun-
ciado.

|
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